5. ELETTROTECNICA  – Metodi dei nodi e delle maglie
Esercizi
(Gli esercizi che seguono sono reperibili al sito www.cirlab.unifi.it)
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Scegliendo la convenzione degli utilizzatori, la corrente  che circola si muoverà nel circuito in senso orario e le leggi costitutive che interessano le nostre tensioni saranno:


La corrente che scorre  è un’incognita ed è sempre la stessa in valore assoluto perché la configurazione che abbiamo è in serie. Essendo il circuito composto da una serie di generatori di tensione e resistori, possiamo ricondurre l’intero schema a una rappresentazione esterna composta da un generatore di tensione e un resistore. Scegliamo un verso orario per la circuitazione e calcoliamo la tensione equivalente  erogata dall’unico generatore:

Calcoliamo la resistenza equivalente:

Infine ricaviamo il valore della corrente:

Quindi i valori delle tensioni che volevamo determinare saranno:
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Per prima cosa calcoliamo , per ricondurre a un unico resistore i due resistori in parallelo:

Il nuovo schema circuitale sarà:
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Calcoliamo , somma delle due resistenze in serie:

[bookmark: _GoBack]L’intensità di corrente:

La tensione richiesta sarà:

5.1 Partitore di tensione
La soluzione dell’ultimo esercizio ci permette di introdurre i partitori di tensione, che sono schemi circuitali composti da un generatore di tensione e una serie di resistori, ciascuno dei quali riceve una parte in percentuale della tensione erogata dal generatore. Per i partitori di tensione vale la seguente formula per ricavare il valore della tensione ai capi del singolo resistore:

Dove  è la tensione del generatore. Possiamo notare l’efficacia di questa formula applicandola all’esercizio precedente:

5. 2 Partitore di tensione
Per dualità con i partitori di tensione, troviamo i partitori di corrente, formati da un generatore di corrente collegato a resistori in parallelo ai quali arriva una corrente , percentuale della corrente generata , ricavabile attraverso la formula:
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Se nel testo è richiesta la potenza erogata, allora già sappiamo che la convenzione da utilizzare sarà quella dei generatori (altrimenti avrebbe chiesto la potenza assorbita e avremmo dovuto adottare la convenzione degli utilizzatori). Lo scopo sarà quello di accorpare resistenze (in serie o parallelo) fino ad ottenere un’unica resistenza equivalente globale. Cominciamo dai due resistori in parallelo con uguale resistenza:
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Proseguiamo con le due resistenze in serie:
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Sistemiamo ora le due resistenze in parallelo:
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Proseguiamo con i due resistori in serie:
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Resistori in parallelo:
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Infine calcoliamo la resistenza degli ultimi due resistori in serie:
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Calcoliamo ora la corrente: 
E quindi la potenza erogata:                    

5.3 Grafo
Per arrivare alla costruzione di un grafo occorre prima dare una definizione di nodo. Si definisce nodo una regione equipotenziale del circuito a cui si connettono almeno tre lati. Non bisogna considerare come nodi distinti due punti del circuito collegati da tratti di collegamento equipotenziale (corto-circuito ideale):
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Prendiamo ora in considerazione una rete di bipoli:
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Le regioni cerchiate in rosso sono i nodi.
Il problema che pone il circuito è quello di individuare le correnti e le tensioni che caratterizzano ciascun lato. Se quindi ogni lato introduce due incognite (tensione e corrente), nel nostro esempio, avendo sette lati, avremo 14 incognite da ricavare da altrettante equazioni, identificate adoperando i principi di Kirchhoff. Dunque la domanda che ci si pone è: quante equazioni indipendenti vanno scritte per il primo principio di Kirchhoff, e quante per il secondo? Vediamo di risolvere il problema attraverso lo studio di un grafo… 
Il grafo di un circuito è una rappresentazione stilizzata del circuito stesso in cui i nodi diventano punti ed i lati diventano dei segmenti orientati arbitrariamente (la freccia indicherà come stiamo misurando tensione e corrente; per semplicità usiamo la convenzione dei generatori in modo tale da dover mettere un’unica freccia). Il grafo del circuito precedente si presenterà quindi così:
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Ogni grafo può essere scomposto in due “sottografi”: un albero, i cui lati prendono il nome di rami (); e un co-albero, i cui lati prendono il nome di corde ().
 L’albero di un grafo si ottiene collegando tramite i rami tutti i nodi senza però formare un percorso chiuso. Il co-albero, invece, è la parte complementare dell’albero che ricompleta il grafo:
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Per ricavare le 14 incognite abbiamo bisogno dello stesso numero di equazioni indipendenti tra loro. Per avere un’equazione indipendente dovremo ricavare un’equazione che coinvolge un lato che poi non sarà più presente nelle altre 13 equazioni. Per fare ciò applichiamo all’albero una corda il cui inserimento forma un percorso chiuso insieme agli altri rami e, successivamente, applichiamo il principio alle tensioni di Kircchhoff a tale percorso chiuso, tenendo presente che il verso della corda inserita indica anche il verso della circuitazione:
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C1)      
Allo stesso modo sposto una alla volta le altre tre corde rimanenti, ottenendo altre tre equazioni:
C2)      
C3)      
C4)      
Quindi il numero di equazioni indipendenti che si possono scrivere usando il principio alle tensioni è pari al numero di corde di cui è composto il co-albero.
N.B.: il sistema ottenuto non è sufficiente per trovare la soluzione perché ho 7 incognite in 4 equazioni.

Traduciamo il sistema di equazioni ottenuto in forma matriciale:

Che può essere riscritto in forma compatta:


Dove:         
                   
                  
N.B.: la matrice dei coefficienti può avere tre valori: 1 (se il ramo ha lo stesso verso della corda), -1 (se il ramo è opposto al verso della corda), 0 (se il ramo non è presente nel percorso chiuso)
Passiamo ora all’applicazione del principio alle correnti sul grafo. Come da definizione, invece di percorsi chiusi, dovremo individuare delle superfici chiuse, dette tagli (T), scelti in modo tale da avere una porzione di circuito all’interno del volume racchiuso dalla superficie e la restante porzione al di fuori. La condizione importante da rispettare nel tracciare i tagli è che l’insieme dei lati che entrano (o escono) dalla superficie sia composto da un solo ramo e per il resto tutte corde:
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T1)      
T2)      
T3)      
N.B.: la freccia della corrente di ramo dà il verso di riferimento per mettere i segni sulle altre correnti.

Quindi il numero di equazioni indipendenti che si possono scrivere usando il principio alle correnti è pari al numero di rami di cui è composto l’albero oppure, in maniera equivalente, al numero di nodi -1.
Anche qui traduciamo il sistema di equazioni ottenuto in forma matriciale:

Che può essere riscritto in forma compatta:


Dove:        
                  
                  

Mettendo a confronto le matrici dei coefficienti possiamo notare la seguente relazione:

Che ci porta ad affermare che i principi di Kirchhoff, applicati per arrivare alle matrici dei coefficienti, non sono indipendenti tra loro. L’aver trovato questa dipendenza tra i due principi sarà come vedremo di importanza rilevante per la soluzione del problema perché di fatto ci porterà all’abbandono del sistema che utilizzava entrambi i principi, e all’adozione di due sistemi separati: uno che adopererà solo il principio alle tensioni (metodo degli anelli) e un altro solo il principio alle correnti (metodo dei nodi).

5.4 Bilancio energetico
Dobbiamo verificare che, nonostante tutte le approssimazioni finora attuate, venga rispettato nei circuiti il principio di conservazione dell’energia: l’energia che viene messa in gioco dai generatori, dopo essere stata convertita in fonti elettriche a partire da fonti non elettriche, è consumata dagli utilizzatori che la assorbono in forma elettrica per riconvertirla in un'altra forma. Ciò significa che, a parità di convenzione applicata a ciascun lato del circuito (utilizzatori o generatori), anche la somma delle potenze (assorbite o erogate) è nulla. Nel grafo precedente, per esempio, dove avevamo utilizzato sempre la convenzione dei generatori per misurare tensione e corrente, se il principio di conservazione è rispettato, allora la somma algebrica delle potenze dovrà risultare pari a zero:

A questo punto vogliamo convertire in forma matriciale la sommatoria che coinvolge due vettori:


Tali vettori, tuttavia, per la regola del prodotto tra matrici, non possono essere moltiplicati tra loro. Occorre rendere trasposta una delle due matrici affinché il numero di righe di una sia uguale al numero di colonne dell’altra e permettere così la moltiplicazione:

Ora suddividiamo i lati in corde () e rami () e riscriviamo i prodotti:

Sostituendo all’espressione le seguenti equazioni già trovate in precedenza:

                          
Otteniamo:

Dunque abbiamo dimostrato che il bilancio energetico è rispettato.

5.5 Teorema di Tellegen
Immaginiamo di avere due circuiti diversi a e b, accomunati solo da uno stesso grafo, e di calcolare le tensioni di lato in a, e le correnti di lato in b. Successivamente, lato per lato, effettuiamo il prodotto tra le correnti di b e le tensioni di a ottenendo così delle potenze virtuali (perché non esistono realmente) e le sommiamo:

Di nuovo troviamo rispettato il principio di conservazione dell’energia anche per le potenze virtuali.

5.6 Metodi generali
Esistono due ulteriori metodi per risolvere i circuiti: il metodo dei nodi e il metodo degli anelli (o maglie). Il primo prevede che tutti i lati siano messi (o comunque trasformabili) in forma Norton e utilizza solo il principio alle correnti, mentre il secondo in forma Thevenin e prevede l’uso del solo principio alle tensioni. Entrambi i metodi mettono in luce la necessità di introdurre nuove incognite al fine di trovare la soluzione finale.

5.6.1 Metodo dei nodi
Prendiamo il grafo di un circuito senza scomporlo in rami e corde:
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Mettendo in termini di differenza di potenziale nodale ciascun lato (stando sempre attenti al verso delle frecce che indicano come è stata effettuata la misurazione col voltmetro) otteniamo nuove incognite dette potenziali nodali:







Come possiamo notare abbiamo un numero di nuove incognite pari, ovviamente, al numero di nodi. Una delle quattro variabili la possiamo porre arbitrariamente uguale a zero perché non altererebbe il sistema in alcun modo. La variabile che decidiamo di annullare è ed il nodo D prende il nome di nodo di saldo (indicato sul grafo tramite un simbolo) e il sistema diventa: 







Abbiamo quindi un sistema che mette in relazione tensioni di lato a tensioni nodali. Mettiamo in forma matriciale suddetto sistema:

Che scritta in forma compatta risulta:





Mettiamo in forma matriciale anche il principio alle correnti di Kirchhoff:


Se riscriviamo l’equazione matriciale delle tensioni di lato notando che  otteniamo il sistema matriciale:


Ora dato che adoperiamo il solo principio di Kirchhoff che controlla unicamente la somma di correnti, per applicare il metodo dei nodi bisogna allora rappresentare tutti i lati in cui agiscono bipoli attivi nel loro equivalente Norton:
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Ricordiamo che e  sono grandezze del lato -esimo e sono prese nello stesso verso secondo la convenzione dei generatori. Inoltre siamo in presenza di un lato Norton anche se uno dei due sublati dovesse mancare (avremoin presenza del solo resistore, oppurein presenza del solo generatore; se invece avessimo un generatore di tensione in serie a un resistore (lato Thevenin) abbiamo visto, in una delle precedenti lezioni, che è possibile modificarlo in forma Norton. L’unico caso in cui non possiamo passare alla forma Norton è quello in cui un lato è composto solo da un generatore di tensione. Scriviamo l’equazione della corrente di lato in funzione della tensione di lato:

Che, scritta in forma matriciale per tutti i lati diventa:

Dove  è una matrice quadrata che ha tutti zeri meno che sulla diagonale dove saranno inserite le conduttanze di ogni lato
N.B.: il simbolo è dovuto al fatto che se il verso di   è concorde al verso del lato allora non cambio segno, altrimenti se sono discordi lo cambio
A questo punto il metodo si avvicina alla soluzione perché prendiamo l’equazione di  e la sostituiamo al principio delle correnti in forma matriciale:

Sostituendo a  la seconda relazione del sistema trovato in precedenza avremo:

Il prodotto   non rappresenta altro che il vettore delle correnti nodali, nonché il vettore dei termini noti del sistema risolvente:

Mentre chiameremo matrice delle conduttanze nodali (che costituisce la matrice dei coefficienti del sistema risolvente) il prodotto matriciale:

Operando le dovute sostituzioni otteniamo la formulazione matriciale completa del Metodo dei Nodi:

Quindi, operativamente, per arrivare a calcolare le tensioni e le correnti di lato, ci troviamo dapprima le tensioni nodali:

Che ci permettono poi di risolvere il sistema:



5.6.1.1 Scrittura del sistema in base nodi per semplice ispezione
È possibile dimostrare che la matrice delle conduttanze nodali  e la matrice delle correnti nodali , possono essere ricavate per semplice ispezione: cioè possiamo scriverle senza passare  per la matrice d’incidenza , quindi senza l’uso del grafo orientato.
Analizziamo le proprietà della matrice delle conduttanze nodali: gli elementi posti sulla diagonale della  , prendono il nome di autoconduttanze (con k=1,….,n-1) e coincidono con la sommatoria di tutte le conduttanze dei lati che afferiscono al nodo k-esimo.
Un’altra caratteristica della matrice delle conduttanze è la sua simmetria:

L’elemento , detto  transconduttanza (o mutua conduttanza), coincide con la somma cambiata di segno delle conduttanze che si hanno sui lati che collegano il nodo j e il nodo k.
Per costruire la matrice delle correnti nodali  invece, si sommano le correnti erogate dai generatori di corrente presenti sui lati che afferiscono al nodo k: se la freccia del generatore di corrente punta verso il nodo allora al valore della corrente non si cambierà il segno, altrimenti se esce dal nodo dovremo cambiare il segno della corrente.
Riprendiamo due degli esercizi svolti nelle passate lezioni e cerchiamo di risolverli tramite semplice ispezione.
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Il primo passo da fare è verificare che tutti i lati siano in forma Norton. Trasformiamo quindi in Norton, il lato Thevenin composto dal generatore di tensione da 30 V in serie col resistore da 2 Ω:
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Scegliamo ora un nodo di saldo tra quelli individuati:
[image: ]
Scriviamo la matrici delle conduttanze nodali stando bene attenti all’ordine che diamo alla matrice (A,B,C sulle righe; A,B,C sulle colonne):

N.B: per controllare che la matrice sia corretta possiamo effettuare una semplice verifica: se ad ogni autoconduttanza appartenente alla i-esima riga sottraiamo le corrispondenti transconduttanze quello che dobbiamo ottenere è la somma delle conduttanze che collegano il nodo della i-esima riga al nodo di saldo.
Calcoliamo infine le correnti nodali:

Con l’ausilio di un programma per il calcolo delle matrici proseguiamo ad identificare la matrice delle tensioni nodali:



Quindi abbiamo che: ,  ,  
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Poiché dobbiamo determinare la potenza erogata dal generatore, ho bisogno di conoscere la corrente  che attraversa il lato 0A, che possiamo calcolare usando il principio alle tensioni (circuitazione in senso orario):

Ma grazie al metodo dei nodi l’equazione diventa:

E la potenza sarà:
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Come possiamo notare dalla figura, non è presente nemmeno un nodo. Per questo motivo posizioniamo dei nodi di calcolo, ossia dei nodi fittizi che ci permetteranno di applicare il metodo dei nodi per semplice ispezione:
[image: ]

Trasformiamo i lati  in forma Norton. Prendiamo la serie composta dai due generatori di tensione e dai tre resistori e la trasformiamo in forma Norton ricordando di mettere la freccia della corrente erogata dal generatore con lo stesso verso che aveva la tensione:
[image: ]

Ripetiamo lo stesso procedimento per l’altro lato costituito da un generatore e due resistori, ottenendo:
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Quindi la matrice delle correnti nodali sarà:

La matrice delle conduttanze nodali sarà costituita unicamente dal parallelo tra le due resistenze dei lati trasformati Norton; ricaviamo infine l’unica incognita :

Applichiamo il principio alle tensioni al lato con due resistori e un generatore:

Da cui:



5.6.1.2 Metodo dei nodi applicato ad un caso apparentemente irrisolvibile
È dato il seguente circuito sul quale, non potendo trasformare i lati in forma Norton, non è possibile applicare il metodo dei nodi:
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Un trucco che può essere usato è quello di introdurre resistori con resistenza negativa, grazie ai quali possiamo vedere i cortocircuiti ideali come la serie di due resistori di uguale valore ma di segno opposto:
[image: ]

Aggiungendo quindi due resistori di segno opposto al nostro circuito, non alteriamo nulla, ma possiamo adoperare il metodo dei nodi:
[image: ]
Matrice delle conduttanze nodali (poniamo G=1/R):

Matrice delle correnti nodali:

L’inversa della matrice delle conduttanze nodali (si ottiene facendo il rapporto tra la matrice alla quale scambiamo le posizioni degli elementi sulla diagonale e cambiamo i segni agli altri elementi, e il suo determinante) è:

Matrice delle tensioni nodali:



5.6.2 Metodo degli anelli (o maglie)
Essendo il duale del metodo dei nodi, il metodo degli anelli (o maglie) adopera il principio alle tensioni di Kirchhoff. Per dualità con il metodo dei nodi, nel metodo degli anelli avremo delle incognite fittizie, le correnti di maglia, le cui differenze ci daranno le correnti di lato.
Mettiamo a confronto le dualità tra i due metodi:




Dove:

N.B.: gli elementi della matrice  possono assumere tre valori: 1, se il lato è orientato in modo concorde col verso di rotazione della maglia; -1,  se il lato è orientato in modo discorde al verso di rotazione della maglia; 0, se il lato non fa parte del percorso della maglia

N.B.: Se il lato d’interesse non confina con altre maglie allora la corrente di lato sarà pari a ± la corrente di maglia. Il segno “+” vale se il verso del lato è concorde con il verso di maglia, il segno “-“ se è discorde.
Facciamo un esempio per capire meglio il funzionamento del metodo:
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Dovremmo scegliere maglie formate da lati che non possono essere ottenuti per combinazione lineare sommando altre equazioni; questo può essere fatto considerando maglie che non contengono altre maglie al loro interno: la , per esempio, non può essere considerata una maglia perché contiene al suo interno altre due maglie. Possiamo inoltre notare che entrambe le maglie “lasciano fuori” un lato così da ottenere l’indipendenza tra le equazioni risolutive. Anche nel metodo degli anelli si sceglie una maglia di saldo (la cui corrente sarà assunta pari a zero) che coincide con la maglia , che contiene tutte le altre.
N.B.: se nel metodo dei nodi le tensioni nodali partivano sempre dal nodo di saldo per arrivare ai rispettivi nodi, nel metodo degli anelli le correnti di maglia devono seguire tutte uno stesso verso.
Quindi se scriviamo le correnti di lato in funzione delle correnti di maglia avremo che:



A questo punto se per il metodo dei nodi scrivevamo:

Per dualità, per il metodo delle maglie avrò che:



Per applicare questo metodo di risoluzione bisogna rappresentare tutti i lati con bipoli attivi nel loro equivalente Thevenin. Ciò è dovuto al fatto che adoperiamo il solo principio alle tensioni che controlla solo la somma delle tensioni.
5.6.2.1 Scrittura del sistema in base maglie per semplice ispezione
La matrice delle resistenze di maglia si costruisce con gli stessi criteri con cui scrivevamo quella delle conduttanze nodali: sulla diagonale mettiamo la somma delle resistenze che fanno parte della k-esima maglia (autoresistenze), sulle altre posizioni la somma cambiata di segno delle resistenze comuni alla maglia j-esima e alla maglia k-esima (transresistenze).

La matrice delle tensioni generate di maglia si ottiene, invece, sommando algebricamente le tensioni dei generatori di tensione che si incontrano lungo il percorso della k-esima maglia:

Trovate le due matrici possiamo determinare la matrice delle correnti di maglia:

E risalire poi alle correnti di lato:


5.7 Teorema di Thevenin
Immaginiamo di avere un circuito elettrico composto da generatori di corrente/tensione e resistori da cui tiriamo fuori due morsetti per effettuare misure o per collegarli ad un circuito esterno:
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Se calcolassimo la potenza assorbita da tutti i resistori nel caso in cui non avessimo generatori di alcun tipo all’interno della rete generica, ci sarà evidentemente un generatore di tensione attaccato ai morsetti che fornisce quella determinata potenza; inoltre possiamo vedere i resistori come un unico resistore equivalente che assorbe la potenza P erogata dal generatore esterno:
[image: ]
La  trovata è quella che Thevenin chiamò resistenza equivalente della rete passiva, proprio perché possiamo immaginare di entrare nella rete generica e renderla passiva “spegnendo” i generatori: si cortocircuitano i generatori di tensione in modo tale che la tensione erogata sia nulla, sostituiamo, invece, i generatori di corrente con il circuito aperto per rendere nulla la corrente generata.
Se riaccendiamo i generatori, naturalmente, all’esterno non abbiamo più il generatore di tensione, e ai morsetti rileviamo  solo una tensione a vuoto  :
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Il teorema di Thevenin dimostra che tutta la rete generica attiva (generatori accesi) vista tra i due morsetti A e B può essere sempre rappresentata con un lato in forma Thevenin composto da un generatore di tensione che eroga un valore pari alla tensione che la rete presentava “a vuoto” () in serie ad un resistore la cui resistenza è pari alla , ossia alla resistenza calcolata rendendo passiva la rete (spegnendo i generatori) e attaccando ai morsetti un generatore di tensione:
[image: ]

Se riprendiamo l’esempio reale di una batteria d’auto, possiamo vederla come una rete accessibile tramite due morsetti esterni. Non a caso avevamo dimostrato che per rappresentare un generatore reale di tensione quale la batteria serviva appunto un lato in forma Thevenin, dove, in accordo col teorema, il generatore ideale di tensione avrà valore pari alla tensione misurata “a vuoto” tra i due morsetti. Per il calcolo del valore della resistenza equivalente, non avendo la possibilità di “spegnere” la rete dato che l’interno della batteria non è composto da circuiti bensì da liquami, eseguiamo un test dall’esterno inserendo un resistore di resistenza nota R, misurando l’intensità della corrente con un amperometro e la tensione effettiva che riveleremo ai capi dei morsetti:
[image: ]



5.8 Teorema di Norton
Il teorema di Norton è il duale di quello di Thevenin: un qualsiasi circuito composto da generatori di corrente/tensione e da resistori, visto tra due suoi morsetti ,si comporta come un bipolo rappresentabile con il parallelo di un generatore ideale di corrente con una resistenza. Il generatore ideale eroga una corrente di cortocircuito (per dualità con il teorema di Thevenin) calcolata tra i due punti, mentre la resistenza è ottenuta calcolando la resistenza equivalente della rete resa passiva, spegnendo i generatori, vista dagli stessi punti:
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